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On a commencé par de la convexité combinatoire.
Notions de base, Carathéodory, Radon, Helly.

Applications géométriques et algorithmiques.

Allons maintenant vers des structures mathématiques voisines.
Complexes simpliciaux géométriques (3/4).

Complexes simpliciaux abstraits (1/3).
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On a vu quelques raisonnements "en dimension quelconque” a partir de...

Carathéodory : p € conv(X) = 3 un simplexe a sommets dans
X contenant p.

Radon : Tout ensemble de n > d + 2 points de R¢ contient deux
sous-ensembles disjoints dont les enveloppes convexes se coupent.

Helly : Toute famille finie de convexes de R? dont I'intersection est
vide contient < d + 1 membres dont l'intersection est déja vide.
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2. Complexes simpliciaux géométriques

Simplexe, face, complexe simplicial géométrique, dimension.

Assemblages " propres’ de simplexes.
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3. Au-dela de la planarité,
la plongeabilité

(Ajout de contexte par rapport au chapitre.)
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Le topologique

A
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Ce point de vue se généralise aux complexes simpliciaux géométriques.
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Le linéaire




Convexité combinatoire = cas des plongements linéaires.

def

< Vo € K, f|, est affine. Noté — .
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Pour les graphes (6 = 1), linéaire et topologique coincident.

Fary. Tout graphe planaire peut étre dessiné avec des segments.

En dimension 0 > 2, linéaire et topologique different.

Vo >2etVo+1<d<29, il existe  de dimension 0
t. q. K= R% et K 4 RY.
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Le linéaire par morceaux




Un plongement PL de ||K|| est un plongement linéaire de ||K’|| ou K’ subdivise K.

Tout simplexe de K est union de simplexes de K.
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Un plongement PL de ||K|| est un plongement linéaire de ||K’|| ou K’ subdivise K.

Tout simplexe de K est union de simplexes de K.

Entrée : C de dimension 4.

EMBEDg 4 :
> Sortie : | K|| —pr, R%?

o\d| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 L

2 | L D,NPh NPh

3 D,NPh NPh NPh P

4 NPh U NPh NPh P

5 U U NpPh U P P

6 U u U U NPh P P

7 u Uu U u P P P

8 u u U U U NpPh P P P

9 u U U U U U P P P P

10 U u U U U U NPh P P P P

L= linéaire P=polynomial  D=décidable NPh=NP-difficile =~ U=indécidable
(Source : [Filakovsky-Wagner-Zhechev'20])
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Tout simplexe de K est union de simplexes de K.
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L= linéaire P=polynomial  D=décidable NPh=NP-difficile =~ U=indécidable
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Revenons a la question (plus simple!) d'un Radon topologique.
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4. Théoreme de Borsuk-Ulam

Un résultat fondamental en topologie algébrique.

Applications : systemes d'hyperplans, sandwich au jambon
et graphe de Kneser.



Radon (topologique) et Van Kampen-Flores énoncent
qu'il n'existe pas d'applications (d'un certain type) entre
(certains) espaces.
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Théoreme. Pour tous entiers n > 2k > 0, dans toute coloration
des éléments de ([Z]) par n — 2k + 1 couleurs, il existe deux
éléments disjoints et de méme couleur.

d =n — 2k +1 et supposons 3 c: (M) = [d] t. q. ¢(A) = ¢(B) = AN B # 0.

T1,To, ..., T, € R, en position générale.

Pour A € (")) on pose X4 & {z;:i € A}.
12, 13, 14, 15, 23
24, 25, 34, 35, 45
c(A)=c¢(B)=ANB#0

= XANXp #0 = conv(X4)Nconv(Xpg) # 0. 9
ZC30 R
Fixons @ € S% ! et projetons L chaque conv(X4) sur R. N
O +1
Pour i € [d], les projections des {conv(X4): c(A) = i} p
sont des segments sécants 2 a 2. Helly ? T4 o
t; () = milieu du segment intersection. g
Chaque t; est un systéme d'hyperplan = il existe h qui coupe tous les conv(X 4).
Comptons les points :  sur h, + a gauche (strict) + a droite (strict). < n
<d <k-1 <k-1 O



Résumé sur les complexes
simpliciaux géométriques



Généralisation en dimension > 2

du point de vue "graphe ~ espace topologique”.

Importance des plongements. <, —pr, — .

La convexité combinatoire s'exprime via <,

et peut se généraliser via —».

Borsuk-Ulam est fondamental et utile

méme hors de la topologie & géométrie.




5. Complexes simpliciaux abstraits

/////

Des complexes simpliciaux géométriques... sans géométrie.



Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis
fsiAeCethAalorsBGC.

e

qui est héréditaire :



Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis
fsiAGCethAalorsBGC.

e

qui est héréditaire :

Exemples :  {{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}



Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis
fsiAGCethAalorsBGC.

e

qui est héréditaire :
Exemples . {{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3},
2,4}, {13, {23, {3}, {4}, 0}



Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis

qui est héréditaire “siAcCet BC Aalors BeC.

Exemples :

{{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3},
2,4}, {13, {23, {3}, {4}, 0}

P C N I'ensemble des nombres premiers, k un entier.

deef{XCP: Hq<k}.

qgeX



Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis
fsiAGCethAalorsBGC.

e

qui est héréditaire :
Exemples . {{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3},
2,4}, {13, {23, {3}, {4}, 0}

P C N I'ensemble des nombres premiers, k un entier.

deef{XCP: Hq<k}.

qgeX

F une famille de sous-ensembles de R<.

NF)E{G: GC Fet NG +#0}.



Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis
fsiAECethAanrsBEC.

e

qui est héréditaire :
Exemples :  {{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3},
2,4}, {13, {23, {3}, {4}, 0}

P C N I'ensemble des nombres premiers, k un entier.

de:ef{XCP: Hq<k}.

qgeX

F une famille de sous-ensembles de R<. Na

NFE{G: GCFet NG#0}.




Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis

qui est héréditaire “siAcCet BC Aalors BeC.

Exemples :  {{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3},
2,4}, {13, {23, {3}, {4}, 0}

P C N I'ensemble des nombres premiers, k un entier.

deef{XCP: Hq<k}.

qgeX

F une famille de sous-ensembles de R<. s

NFE{G: GCFet NG#0}.

N(F) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}




Un complexe simplicial abstrait est une famille finie C d'ensembles finis

qui est héréditaire “siAecCet BC Aalors BeC.

Exemples :  {{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0}

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3},
2,4}, {13, {23, {3}, {4}, 0}

P C N I'ensemble des nombres premiers, k un entier.

de:ef{XCP: Hq<k}.

qgeX

F une famille de sous-ensembles de R<. Na

NFE{G: GCFet NG#0}.

N(F) = {0,{1}, {2}, {3}, {1, 2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.




Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.

P2

K= {P1p2P3p4, P3P4aPs5, P3P4aPe6, P5P6, P1P2P3, P1P2P4, P1P3P4,
P2pP3P4, P1P2, P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4, P3P5, P4Ps5,
P3D6s PaDeé, D1, P2, D3, P4, Ps, DPe, D}

Pe
P1

b3

Ps



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.

P2

K= {P1p2p3p4, P3P4aPs5, P3P4aPe6, P5P6, P1P2P3, P1P2P4, P1P3P4,
P2pP3pP4, P1P2, P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4, P3P5, P4P5,
P3D6s PaDeé, D1, P2, D3, P4, Ps, DPe, D}

Pe
P1

b3

b5

V(o) = {sommetsde o}, et Ck ={V(s): oeKk}



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.

P2

K= {p1p2P3p4, P3P4aPs5, P3P4aPe6, P5P6, P1P2P3, P1P2P4, P1P3P4,
P2pP3P4, P1P2, P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4, P3P5, P4Ps5,

D1 P3Pe6, P4P6, P1, P2, P3, P4, P55, P6, ®}

V(o) = {sommetsde o}, et Ck ={V(s): oeKk}

C/C :{{p17p27p37p4}7 {p3ap4ap5}7 {p3ap47p6}7 {p5ap6}7 {p17p27p3}7 {p17p27p4}7 {plap3ap4}7
{p27p37p4}7 {plapQ}v {p17p3}7 {p17p4}7 {p27p3}7 {p27p4}7 {p3ap4}7 {p3ap5}7 {p4ap5}7

{p3.p6}, {pa,p6},{p1}, {2}, {prs}, {pa}, {ps}, {vs}, 0}



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.

P2

K= {p1p2P3p4, P3P4aPs5, P3P4aPe6, P5P6, P1P2P3, P1P2P4, P1P3P4,
P2pP3P4, P1P2, P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4, P3P5, P4Ps5,

D1 P3Pe6, P4P6, P1, P2, P3, P4, P55, P6, ®}

V(o) = {sommetsde o}, et Ck ={V(s): oeKk}

C/C :{{p17p27p37p4}7 {p3ap4ap5}7 {p3ap47p6}7 {p5ap6}7 {p17p27p3}7 {p17p27p4}7 {plap3ap4}7
{p27p37p4}7 {plap2}7 {p17p3}7 {p17p4}7 {p27p3}7 {p27p4}7 {p3ap4}7 {p3ap5}7 {p4ap5}7

{p3.p6}, {pa,p6},{p1}, {2}, {prs}, {pa}, {ps}, {vs}, 0}

Cic est un complexe simplicial abstrait.

IC est clos par " prendre une face” = Cx est clos par " prendre un sous-ensemble”.



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.

P2

K= {p1p2P3p4, P3P4aPs5, P3P4aPe6, P5P6, P1P2P3, P1P2P4, P1P3P4,
P2pP3P4, P1P2, P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4, P3P5, P4Ps5,
P3D6s PaDeé, D1, P2, D3, P4, Ps, DPe, D}

Pe
P1

b3

Ps

V(o) = {sommetsde o}, et Ck ={V(s): oeKk}

C/C :{{plap27p3ap4}7 {p37p47p5}7 {p3ap47p6}7 {p5ap6}7 {p17p27p3}7 {p17p27p4}7 {plap3ap4}7
{p27p37p4}7 {p17p2}a {p17p3}7 {p17p4}7 {p2ap3}7 {p27p4}7 {p37p4}7 {p3ap5}7 {p4ap5}7

{p3.p6}, {pa,p6},{p1}, {2}, {prs}, {pa}, {ps}, {vs}, 0}

Cic est un complexe simplicial abstrait.

IC est clos par " prendre une face” = Cx est clos par " prendre un sous-ensemble”.

JC est une réalisation géométrique de C si Cx ~ C.

t

3 bijection Cx — C qui commute avec C



Tout complexe simplicial géométrique a un complexe simplicial abstrait associé.

P2

K= {P1p2P3p4, P3P4aPs5, P3P4aPe6, P5P6, P1P2P3, P1P2P4, P1P3P4,
P2pP3P4, P1P2, P1P3, P1P4, P2P3, P2P4, P3P4, P3P5, P4Ps5,
P3D6s PaDeé, D1, P2, D3, P4, Ps, DPe, D}

Pe
P1

b3

Ps

V(o) = {sommetsde o}, et Ck ={V(s): oeKk}

Cr ~ {{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3,4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
(2,3,4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4,5},
{3,6}, {4,6},{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, 0}

Cic est un complexe simplicial abstrait.

IC est clos par " prendre une face” = Cx est clos par " prendre un sous-ensemble”.

JC est une réalisation géométrique de C si Cx ~ C.

f

3 bijection Cx — C qui commute avec C



Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

10-1



Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3.4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},

1,2
(2,3,4}, {12}, {1,3}, {L,4}, {2.3}, {2.4}, {3,4}, {3,5}, {4.5},
13,6}, {4,6}, {1}, {2}, {3}, {4}. {5}, {6}, 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3.4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},

1,2
(2,3,4}, {12}, {1,3}, {L,4}, {2.3}, {2.4}, {3,4}, {3,5}, {4.5},
13,6}, {4,6}, {1}, {2}, {3}, {4}. {5}, {6}, 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple.
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3.4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},

1,2
(2,3,4}, {12}, {1,3}, {L,4}, {2.3}, {2.4}, {3,4}, {3,5}, {4.5},
13,6}, {4,6}, {1}, {2}, {3}, {4}. {5}, {6}, 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,

10-5



Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,
C ={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3,4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
(2.3.4}, {12}, {13}, {14}, {2.3}, (2.4}, (3.4}, {3.5}. {4.5}.
{3,6}, {4,6},{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, 0}
on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,

def

on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3,4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
{2,3,4}, {1,2}, {13}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4.5},
{3.6}, {4,6}. {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,

def

on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

10-7



Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3,4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
{2,3,4}, {1,2}, {13}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4.5},
{3.6}, {4,6}. {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,

def

on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

P{:E.'l,f)} - {‘33-, P4,~€5}
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3,4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
{2,3,4}, {1,2}, {13}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4.5},
{3.6}, {4,6}. {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,

def

on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

P{:E.'l,f)} - {‘33-, P4,~€5}

et on pose K = {conv(P4) : A€ C}.
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C={{L2.3.4}, {3.4.5}. {3.4.6}, {5.6}, {1,2.3}. {L.2.4}, {1,3.4},
{2,3,4}, {1,2}, {1,3}, {1, 4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4,5},
{3,6}, {4,6}.{1}, {2}, {3}. {4}, {5}, {6}, 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,
s - def .y .
on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

P{:’,.l.f)} = {es, F*Jﬁffs}

et on pose K = {conv(P4) : A€ C}. Cest un complexe simplicial géométrique.
P P P g
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

(1,2,3,4}, {3,4,5), {3,4,6), {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4)},
%54} {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4,5},

6}, 4,6}, {1}, {2}, {3} {4}, {5}, {6}, 0}

C=A{
on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,
ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,
T def .\ .
on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

P{:’,.l.f)} = {es, F*Jﬁffs}

et on pose KL = {conv(P,4) : A € C}. C'est un complexe simplicial géométrique.

C]C:{PA: AEC}
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

C=1{{1,2,3,4}, {3,4,5}, {3.4,6}, {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4},
{2,3,4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4.5}.
{3,6}, {4,6}.{1}, {2}, {3}. {4}, {5}, {6}, 0}

on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,

ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,
s - def .y .
on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

P{:’,.l.f)} = {es, F*Jﬁffs}

et on pose KL = {conv(P,4) : A € C}. C'est un complexe simplicial géométrique.

Cx ={Ps : A€} ~C par la bijection e; — I'élément de a;.
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Proposition. Tout complexe simplicial abstrait a une réalisation géométrique.

Etant donné un complexe simplicial abstrait C,

(1,2,3,4}, {3,4,5), {3,4,6), {5,6}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4)},
%54} {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, {3,5}, {4,5},

6}, 4,6}, {1}, {2}, {3} {4}, {5}, {6}, 0}

C=A{
on note ai,as,...,a, les élements de C de cardinal 1,
ici a; = {1} par exemple. Chaque élément de C est un sous ensemble de a1 Uas U ... Ua,
T def .\ .
on définit e; = iéme vecteur de la base canonique de R",

on définit P4 = {e; : a; C A} pour A €C,

P{:’,.l.f)} = {es, F*Jﬁffs}

et on pose KL = {conv(P,4) : A € C}. C'est un complexe simplicial géométrique.

Cx ={Pa : A€} ~C par la bijection e; — I'élément de a;. O
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La structure d'un complexe simplicial géométrique est résumée dans
le complexe simplicial abstrait associé.
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La structure d'un complexe simplicial géométrique est résumée dans
le complexe simplicial abstrait associé.

Tout complexe simplicial abstrait a un espace topologique associé,
celui de n'importe laquelle de ses réalisations.



11 -

La structure d'un complexe simplicial géométrique est résumée dans
le complexe simplicial abstrait associé.

Tout complexe simplicial abstrait a un espace topologique associé,
celui de n'importe laquelle de ses réalisations.

{{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0} A



11 -

La structure d'un complexe simplicial géométrique est résumée dans
le complexe simplicial abstrait associé.

Tout complexe simplicial abstrait a un espace topologique associé,
celui de n'importe laquelle de ses réalisations.

{{1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2}, {3}, 0} z{iiiix

{{1,2,3}, {1,2,4}. {1,2}, {1,3},{1,4}, {2,3}, 4>
2,4}, {1}, {2}, (3}, {4}, 0}
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0. Quels f-vecteurs sont possibles
pour un complexe simplicial abstrait ?

Le théoreme de Kruskal-Katona.



C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
def

f:(C) = # éléments de C de cardinal i+1.
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C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
fi(C) = 4 éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.
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C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
fi(C) = 4 éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.
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C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
def

f:(C) = # éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.

Kruskal-Katona. Vz ¢ R, Vk € N,  fi(C) > (kil) = fr_1(C) > (7).

(%) est le polynébme x> z(z—1)(@=2)...(z—it+])
7

7!
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C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
def

f:(C) = # éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.

Kruskal-Katona. Vz ¢ R, Vk € N,  fi(C) > (kil) = fr_1(C) > (7).

(a?) est le polynbme z — ple—D(@=2).. (x=itl)
7

7!

Examiner I'ombre X d’'un ensemble X d’ensembles de taille & + 1.

OX = {A: |Al=ket3IBe X,AC B)}.

13-5



C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
def

f:(C) = # éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.

Kruskal-Katona. Vz ¢ R, Vk € N,  fi(C) > (kil) = fr_1(C) > (7).

(a?) est le polynbme z — ple—D(@=2).. (x=itl)
7

7!

Examiner I'ombre X d’'un ensemble X d’ensembles de taille & + 1.
OX = {A: |Al=ket3IBe X,AC B)}.

"Normaliser” X par des " shifts” successifs qui "respectent” 0X.

13-6



C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
def

f:(C) = # éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.

Kruskal-Katona. Vz ¢ R, Vk € N, f;(C) > (kil) = fr_1(C) > (7).

(f) est le polynbme z — $(m_1)<x_?!>"'(m_i+1).
Examiner I'ombre X d’'un ensemble X d’ensembles de taille & + 1.
OX ={A: |Al=ket3IBe X,AC B}

"Normaliser” X par des " shifts” successifs qui "respectent” 0X.
Le i-shift tente remplace A € X par A\ {i} U {1} si

i€ A 1¢ A A\{i}U{l} ¢ X.

13-7



C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",
fi(C) = # éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.

Kruskal-Katona. Vz ¢ R, Vk € N, f;(C) > (kil) = fr_1(C) > (7).

(f) est le polynbme x +— ple—D(@=2).. (x=itl)

7!

Examiner I'ombre X d’'un ensemble X d’ensembles de taille & + 1.
OX ={A: |Al=ket3IBe X,AC B}

"Normaliser” X par des " shifts” successifs qui "respectent” 0X.
Le i-shift tente remplace A € X par A\ {i} U {1} si

icA 1¢A A\{ilU{l} ¢ X.

La normalisation aboutit a un ensemble X™* structuré, simple a analyser.

13-8



C un complexe simplicial abstrait contenu dans 2",

1i(C)

= # éléments de C de cardinal i+1.

= # simplexes de dimension ¢ d’'une réalisation géométrique de C.

f(C) = (fo(C), f1(C),...) est le f-vecteur de C.

Kruskal-Katona. Vz ¢ R, Vk € N, f;(C) > (kil) = fr_1(C) > (7).

13 -

(f) est le polynbme z — rw—1)(@=2)...(x=it1)

7!

Examiner I'ombre X d’'un ensemble X d’ensembles de taille & + 1.
OX ={A: |Al=ket3IBe X,AC B}

"Normaliser” X par des " shifts” successifs qui "respectent” 0X.
Le i-shift tente remplace A € X par A\ {i} U {1} si

i€ A 1¢ A A\{i}U{l} ¢ X.

La normalisation aboutit a un ensemble X™* structuré, simple a analyser.

Kruskal-Katona caractérise les f-vecteurs de complexes simpliciaux.



14

7. Quels f-vecteurs sont possibles
pour un nerf de convexes de R??

Le théoreme de la borne supérieure.



Vd, il existe des complexes simpliciaux qui ne peuvent pas

s’obtenir comme nerfs de convexes de R?.
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Faire parcourir a un point p I'espace R dans I'ordre lexicographique.

A mesure que p avance, effacer les points < p.

Les objets se réduisent (mais restent convexes).

Le nerf se réduit par étapes, une étape de réduction ~ un effritement.

7 disparait du nerf au point max~ N7... = max~ No pour un o C 7 avec |o| < d.
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- Implique une version optimale du théoreme de Helly fractionnaire :

Va > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de convexes de R?,

si une fraction « de (dfl) sont d’intersection non vide, alors

. 1 :
une fraction 1 — (1 — ) ?+1 de F a un point en commun.

- Une preuve simple est donnée dans le chapitre (Alon-Kalai).

Les nerfs de bonnes couvertures
n'admettent pas de d-effritement !
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