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Commence par de la convexité combinatoire.
Propriétés des sous-ensembles convexes de R,

d finie mais arbitraire.

Quelques outils simples pour faire de la géométrie
par des raisonnements combinatoires.

Puis aller vers des structures mathématiques voisines.
Complexes simpliciaux, géométriques et abstraits.

Un peu d'hypergraphes.

Liens nombreux vers info et maths. |dées élégantes, technique élémentaire.
Combinatoire — algorithmique. Preuves compléetes dans le chapitre.
Cadre convexe = " prototype”.

De nombreux probléemes ouverts.
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1. Exemple introductif, en dimension 1

_ Des intervalles de R

< Si beaucoup de paires d'intervalles se coupent

alors il existe un point qui est dans beaucoup d'intervalles. >
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2. Un peu de vocabulaire géométrique

Espace RY, segment, convexe, enveloppe convexe, simplexe
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Géométrie affine dans R¢, point de vue " Cartésien”.

Points p = (p1,p2,.-.,Ppq) et vecteurs ¥ = (vy,va,...,0q). 7 ®

Structure vectorielle : ap + Bg = (ap1 + Bqr, aps + Bqz, - .., apg + Bqa). o q

Segment = ensemble des combinaisons convexes de deux points.

T~

X C RY est convexe Q m

& X contient tout segment entre deux points de X.
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Opérateur d’enveloppe convexe. - 4

n n
conv(X)d:ef Zoq;p?; : nEN*jpiéX,oqu,Zoqzl
i=1

. def !
Simplexe = enveloppe convexe d'un ensemble

[ /‘/\ affinement indépendant.

Aucun point n'appartient a I’ des autres.

Premiére question : quelles régles régissent le "calcul convexe” ?

Parties indépendantes ? Parties génératrices ?

~ théoreme de la base de I'algebre linéaire ?
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3. Les trois piliers

Trois énoncés élémentaires mais fondamentaux.
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Radon : Tout ensemble de n > d + 2 points de R? contient deux sous-ensembles
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P1,D2, - - ., Pas2 des points de R?
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Radon : Tout ensemble de n > d + 2 points de R? contient deux sous-ensembles

disjoints dont les enveloppes convexes se coupent.

P1,D2, - - ., Pas2 des points de R?

—> def p 1=1
bt

s —
Pi,D5y- -, Pars € ROTL

1:a; >0 Jia; <0 i:a; >0
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Radon : Tout ensemble de n > d + 2 points de R? contient deux sous-ensembles
disjoints dont les enveloppes convexes se coupent.
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oy
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Radon : Tout ensemble de n > d + 2 points de R? contient deux sous-ensembles

disjoints dont les enveloppes convexes se coupent.

P1,D2, - - ., Pas2 des points de R?

—> def p 1=1
bt

— —

—
Pi,D5y- -, Pars € ROTL

Les enveloppes convexes de {p;: a;; > 0} et {p;: a; < 0} se coupent.
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Quelques applications directes (en exercice) :

e L'enveloppe convexe d'un compact est compacte.
e Si P U (Q est affinement indépendant, alors conv(P N Q) = conv(P) N conv(Q).

e Radon se généralise a r sous-ensembles disjoints d’enveloppes convexes sécantes.
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Quelques applications directes (en exercice) :

e L'enveloppe convexe d'un compact est compacte.
e Si PUQ est affinement indépendant, alors conv(P N Q) = conv(P) N conv(Q).
e Radon se généralise a r sous-ensembles disjoints d’enveloppes convexes sécantes.

e 12 et B dans R? sont linéairement séparables si dans tout quadruplet de R U B,
les points de R et les points de B sont linéairement séparable.

Voyons une application moins directe...
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P un sous-ensemble fini de R¢.

Ve € R, prof(z,P) “ min (|PN(—oo,x]|,|PNx,00)|)

15-1




P un sous-ensemble fini de R¢.

Vr € R,

15-2

prof (z, P) = min (|P N (—o0, z]|, | P N [z, 00)|)

X1

X



P un sous-ensemble fini de R¢.

Vr € R,

15-3

prof(z, P) = min (|P N (—oo, ]|, |P N [z, 00)])
prof(ze, P) =5

X1

o)

X

X



P un sous-ensemble fini de R¢.

Vz € R, prof(z, P) = min (|P N (—o0,z]|,|P N[z, 00)|)
prof(ze, P) =5

15-4

X1

o)

X

X



P un sous-ensemble fini de R¢.

xrq 2
Ve € R, prof(z,P) “ min (|PN(—oo,x]|,|PNx,00)|)

prof(ze, P) =5
Profondeur de demi-espaces.
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Profondeur de demi-espaces.

H4 I'ensemble des demi-espaces fermés de R?.

def
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Théoréme. VP, Jz tel que profy, (z, P) > %.
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Profondeur de demi-espaces. o o
H4 I'ensemble des demi-espaces fermés de R?. o %o o
def o ° °
Vr € R, profy (z,P)= minpepy,: zcn #h N P. o X, .
| P| o X

Théoréme. VP, Jz tel que profy,, (z, P) > .

Enlevons de R? tous les points C(t) = ]R{”\ U hl= ﬂ %
de profondeur < ¢. |l reste... heHq: |hNP|<t WeHq: [WNP[>|P|—t

Q1,Q2,...,Q les sous-ensembles de P de la forme PN h
avec h € Hg et manquant < % points de P.

d+1 ,
. . jeter d + 1 fois < —-|P
Pour tOUSlSZl,’I,Q,...,’I,CH_l Sk, ﬂQ’L %@ ] . o {Z+1‘ ’
1 ! ne suffit pas a vider P.
j:
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d+1

Pour tous 1 < iy,140,...,iq41 <k, ﬂ conv (Q;,) # 0.
j=1
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Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Vr € R, profg(z, P) <

{oc€eS:zea}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

17-1



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Vr € R, profg(z, P) <

{oc€eS:zea}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory

17 -2



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Vr € R, profg(z, P) <

{oc€eS:zea}
Théoreme. VP, 3z tel que profg(z, P) > ¢4 Pl ).

d+1

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory

Py “p \ V(o‘l) V(-) = sommets de...

17 -3



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Ve € R, profg(z, P) = [{oc€S:x e}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory

Py “p \ V(o‘l) V(-) = sommets de...

On construit oo,

17 -4



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Ve € R, profg(z, P) = [{oc€S:x e}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory

Py “p \ V(o‘l) V(-) = sommets de...

On construit oo, Ps,

17 -5



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Ve € R, profg(z, P) = [{oc€S:x e}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory

Py “p \ V(o‘l) V(-) = sommets de...

On construit o9, P3, 03,

17 -6



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Ve € R, profg(z, P) = [{oc€S:x e}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory

Py “p \ V(o‘l) V(-) = sommets de...

On construit o9, P3, 03, Py,

17 -7



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Ve € R, profg(z, P) = [{oc€S:x e}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory
Py “p \ V(o‘l) V(-) = sommets de...
On construit o9, P3,03, Py, ... et on s'arréte

quand x ¢ conv(Pgy1).

17 -8



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Ve € R, profg(z, P) = [{oc€S:x e}

Théoréeme. VP, 3x tel que prof¢(x, P) > ¢4 (Cﬁ'l)

Un point x dans conv(P).

= doy € S(P) contenant z. Carathéodory k>777
Py def P \ V(Ul) V(-) = sommets de...
On construit o9, P3,03, Py, ... et on s'arréte

quand x ¢ conv(Pgy1).

17-9



Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P. x
Vz €R, profg(z,P)= |{oce€S:xeca} * .
Vd AN P [e] o
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On construit o9, Py, 03, P4, ... et on s'arréte profy, (v, P) < |DN P

quand z ¢ conv(Pyy1).
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Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P. x
Vz €R, profg(z,P)= |{oce€S:xeca} * .
Vd AN P [e] o

Théoréme. VP, Jx tel que profg(x, P) > ¢4 (c|i—|—|1)

Un point x dans conv(P).

= doy € S(P) contenant x. Carathéodory k >777

def > def
P, =P \ V(Ul) V() = sommets de... Hyperplan H séparant strictement = et conv (P 1).

D demi-espace fermé contenant = bordé par H.

I~ 5 e ](; .
On construit o9, P3, 03, Py, ... et on s'arréte profy,(z, P) < [D AP < 3 iy V(o)

quand z ¢ conv(Pyy1).
D>z DN Py =10
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Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P. T
Vz €R, profg(z,P)= |{oce€S:xeca} * .
V4 AN P o o
Théoréme. VP, Jx tel que profg(x, P) > ¢4 (c|l—|—|1)
Un point x dans conv(P).
= doy € S(P) contenant z. Carathéodory k> ﬁ profy, (x, P)
Py = P \ V(Ul) V(:) = sommets de... Hyperplan H séparant strictement = et conv (P 1).

D demi-espace fermé contenant = bordé par H.

On construit o9, P, 03, Py, . .. et on s'arréte profy, (v, P) < [DNP| < ) iy [V(ei)]

quand z ¢ conv(Pyy1).
D>z DN Py =10
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Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P. T

Vz €R, profg(z,P)= |{oce€S:xeca}

Théoréme. VP, Jx tel que profg(x, P) > ¢4 (c|li|1)

Pour x maximisant

_ la profondeur de demi-espace
Un point x dans conv(P).

: 1 | P]
= Jo; € S(P) contenant . Carathéodory k> A prof,, (z,P) > ey
def . def
Py=P \ V(Ol) V() = sommets de... Hyperplan H séparant strictement x et conv(Pyy1).

D demi-espace fermé contenant = bordé par H.

~ Va'e) ]{‘ .
On construit o9, P, 03, Py, . .. et on s'arréte profy, (v, P) < [DNP| < ) iy [V(ei)]

quand z ¢ conv(Pyy1).
D o D N F)];Jr] - (Z)
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Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Vz €R, profg(z,P)= |{oce€S:xeca}

Théoréme. VP, Jx tel que profg(x, P) > ¢4 (C!lﬂ)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory
Py = P \ V(O‘l) V(-) = sommets de...
On construit o9, P3,03, Py, ... et on s'arréte

quand z ¢ conv(Pyy1).

Et la, on multiplie les simplexes...

Pour x maximisant
la profondeur de demi-espace

| P]
k> ﬁprofﬂd(az,P) > CESER

Hyperplan H séparant strictement = et conv (P 1).

D demi-espace fermé contenant = bordé par H.
profy, (r, P) < |DN P < S5 V(o)

D>z DN Py =10

n simplexes d'ensembles de sommets disjoints

n

— (d—l—l
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Profondeur simpliciale.

S(P) I'ensemble des simplexes a sommets dans P.

Vz €R, profg(z,P)= |{oce€S:xeca}

Théoréme. VP, Jx tel que profg(x, P) > ¢4 (C!lﬂ)

Un point x dans conv(P).

= do; € S(P) contenant x. Carathéodory
Py = P \ V(O‘l) V(-) = sommets de...
On construit o9, P3,03, Py, ... et on s'arréte

quand z ¢ conv(Pyy1).

Et la, on multiplie les simplexes...

Pour x maximisant
la profondeur de demi-espace

| P]
k> ﬁprofﬂd(az,P) > CESER

Hyperplan H séparant strictement = et conv (P 1).

D demi-espace fermé contenant = bordé par H.
profy, (z,P) < |DNP| < Zle V(o)

D>z DN Py =10

n simplexes d'ensembles de sommets disjoints

n

— (d—l—l

17 - 16

) simplexes d'ensembles de sommets distincts.
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Carathéodory coloré. Pour tous sous-ensembles finis
E1, Es, ..., Eqq de R et € N conv(E;), il
existe {p; € E;} tels que x € conv ({p1,p2,.--,Pdr1}).

Fy={0,0,0}
F,={0,0,0}
Es3={0,0,0}
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Carathéodory coloré. Pour tous sous-ensembles finis
By, Ey,...,Eqpq de R et 2 € N2 conv(E), il
existe {p; € E;} tels que x € conv ({p1,p2,.--,Pdr1}).

Simplexes o1, ..., 0, contenant x et ne partageant pas de sommets.

V1< <ig <...<tig41 <k, appliquer C. col. avec E; = V(o)

~+ nouveau simplexe contenant x.

FEi={0,0,0}
Fy={0,0,0}
Es={0,0,0}
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E1, Es, ..., Eqq de R et € N conv(E;), il
existe {p; € E;} tels que x € conv ({p1,p2,.--,Pdr1}).

Simplexes o1, ..., 0, contenant x et ne partageant pas de sommets.

V1< <ig <...<tig41 <k, appliquer C. col. avec E; = V(o)

~+ nouveau simplexe contenant x.

d+1
A = les ensembles arc-en-ciel ={ G C U E, : Vi, |GNE;j]=1
i=1

Fy={0,0,0}
F,={0,0,0}
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Carathéodory coloré. Pour tous sous-ensembles finis
E1, Es, ..., Eqq de R et € N conv(E;), il
existe {p; € E;} tels que x € conv ({p1,p2,.--,Pdr1}).

Simplexes o1, ..., 0, contenant x et ne partageant pas de sommets.

V1< <ig <...<tig41 <k, appliquer C. col. avec E; = V(o)

~+ nouveau simplexe contenant x.

d+1
A = les ensembles arc-en-ciel ={ G C U E, : Vi, |GNE;j]=1
i=1

G Zargming, 4 dist).j, (conv(G), ).

Si z ¢ conv(Gy),

Fy={0,0,0}
F,={0,0,0}

E;:{ ) ) }
i ®
C T
X
©
©
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existe {p; € E;} tels que x € conv ({p1,p2,.--,Pdr1}). 5

Fy={0,0,0}
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FEs={0,0,0}
V1< <ig <...<tig41 <k, appliquer C. col. avec E; = V(o)

~+ nouveau simplexe contenant x.
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Si z ¢ conv((G1), on peut améliorer Gy,
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FEs={0,0,0}
V1< <ig <...<tig41 <k, appliquer C. col. avec E; = V(o)
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Si z ¢ conv((G1), on peut améliorer Gy,
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Carathéodory coloré. Pour tous sous-ensembles finis

E1, Es, ..., Eqq de R et € N conv(E;), il

existe {p; € E;} tels que x € conv ({p1,p2,.--,Pdr1}).

Simplexes o1, ..., 0, contenant x et ne partageant pas de sommets.

V1< <ig <...<tig41 <k, appliquer C. col. avec E; = V(o)

~+ nouveau simplexe contenant x.

d+1

. def .

A = les ensembles arc-en-ciel =< G C U E;, : Vi,
i=1

G Zargming, 4 dist).j, (conv(G), ).

Si x ¢ conv((G1), on peut améliorer Gy, contradiction !

Fy={0,0,0}
F,={0,0,0}
Es3={0,0,0}



Un point de profondeur de demi-espace > % est appelé point central.
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Un point de profondeur de demi-espace > % est appelé point central.

Nous venons de voir :

Théoreme du point central. Tout ensemble de point admet un point central.

Lemme de sélection. Tout point central de P rencontre une fraction constante
des simplexes a sommets dans P.
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Un point de profondeur de demi-espace > % est appelé point central.
Nous venons de voir :

Théoreme du point central. Tout ensemble de point admet un point central.

Lemme de sélection. Tout point central de P rencontre une fraction constante
des simplexes a sommets dans P.

Tout point central appartient a beaucoup de simplexes a sommets dans P.

Carathéodory coloré : beaucoup de simplexes
— énormément de simplexes
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Un point de profondeur de demi-espace > % est appelé point central.

Nous venons de voir :
Théoreme du point central. Tout ensemble de point admet un point central.

Lemme de sélection. Tout point central de P rencontre une fraction constante
des simplexes a sommets dans P.

Tout point central appartient a beaucoup de simplexes a sommets dans P.

Carathéodory coloré : beaucoup de simplexes
— énormément de simplexes

Généralisables aux lois de probabilité dans R (pour les Boréliens).

Ensembles finis ~ mesures discretes, puis limite.

1

Théoreme. YV, dx tel que tout demi-espace contenant = est de pu-mesure > T

Théoreme. Vi, 3x tel que Py, ., [x € conv({p1,p2,...,Pd+1}] > ca.
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F une famille finie de convexes de R<. A
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Beaucoup de (d + 1)-uplets de F ont une intersection non vide %\
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5. Un nouvel outil : Helly fractionnaire

F une famille finie de convexes de R?. S
Beaucoup de (d + 1)-uplets de F ont une intersection non vide Yi\
v o

une grande sous-famille de F est d'intersection non vide.



d=1

On a vu que si, parmi n intervalles fermés de R, p > 1 paires se coupent,

alors il existe un point commun a > © + 1 des intervalles.



d=1

On a vu que si, parmi n intervalles fermés de R, p > 1 paires se coupent,

alors il existe un point commun a > © + 1 des intervalles.

p=a(y) = 5+1=45n



d=1

On a vu que si, parmi n intervalles fermés de R, une fraction o« > 0 des paires se coupent

alors il existe un point commun a une fraction a/2 > 0 des intervalles.
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On a vu que si, parmi n intervalles fermés de R, une fraction o« > 0 des paires se coupent
alors il existe un point commun a une fraction a/2 > 0 des intervalles.
n D «
pZ&(2)2>5+125n.

Helly fractionnaire. Vo > 0 et d > 1, 48 > 0 tel que pour toute famille

finie F de convexes de R<, si une fraction « de (dL) sont d'intersection

non vide, alors une fraction 5 de F a un point en commun.

(dil) < I'ensemble des (d + 1)-uplets de F.



d=1 — —

On a vu que si, parmi n intervalles fermés de R, une fraction o« > 0 des paires se coupent
alors il existe un point commun a une fraction /2 > 0 des intervalles.
n P o
pZoc(Q) = - +1>3n.

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, 48 > 0 tel que pour toute famille
finie F de convexes de R?, si une fraction o de (dL) sont d'intersection
non vide, alors une fraction 5 de F a un point en commun.

(dil) < I'ensemble des (d + 1)-uplets de F.

Version faible : 8 = preuve similaire au cas d = 1.

o
d+1'
Intersection # () — point maximal. .

Principe des tiroirs.



On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <. o 0

(33173327---737d)'<(y17y27---7yd) < 1<y ©

ouxry =y etxrs <yo

ou (517173727 s 7xd—1) — (ylay27 s 7yd—1) et Tq < Ya
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(33173327---737d)'<(y17y27---7yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (33173727 s 733d—1) — (ylay27 s 7yd—1) et Tq < Ya
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On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <. o T\ g\
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(r1,22,...,2q) < (Y1,¥Y2,---,¥a) & 1<y o

ouxry =y etxrs <yo

ou (33173727 s 733d—1) — (ylay27 s 7yd—1) et Tq < Ya

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.



On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(33173327---737d)'<(y17y27---7yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (Zl?l,CBQ, ce ,Cl?d_l) = (yl,yg, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A d'intervalles fermés de R, il
existe un intervalle B € A tel que max_ (N.A) = max. B.

N
\i\o/‘ \O

JYd—1) et xq < Yq

def



On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(331751727---73761)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5131,33'2, .. .,led_l) = (’yl,yz, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

Y
NUAN

JYd—1) et xq < Yq

def




On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(331751727---73761)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5131,33'2, .. .,led_l) = (’yl,yz, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

Y
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JYd—1) et xq < Yq

def




On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(331751727---73761)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5131,33'2, .. .,led_l) = (’yl,yz, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

Y
NUAN

JYd—1) et xq < Yq

def




On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(33173327---737d)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5131,392, ce ,CIJd_l) = (yl,yg, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

Y
NUAN

JYd—1) et xq < Yq

def



On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(331751727---73761)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5171,33'2, .. .,led_l) = (’yl,yz, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

p* Emax_ (NA)

Y
NUAN

JYd—1) et xq < Yq

def




On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(331751727---73761)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5171,33'2, .. .,led_l) = (’yl,yz, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

p* Emax< (NA) et h Z{z € R?: p* <z},

Y
NUAN

JYd—1) et xq < Yq

def




On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <. o ?\‘ g\
\iY
(T) o

(331751727---73761)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (271,332, .. '7ajd—1) — (y17y27 <. 7yd—1) et Tqg < Yda

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.
def

NA=Nxeq X.
Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?, ©

il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

p* Emax< (NA) et h Z{z e R?: p* <z}, convexe.
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On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <. o T\ g\
o\ /
\T ]
(x1,72,...,2a) < (Y1,%2,---,¥a) & 1<y ©
ouxry =y etxrs <yo
ou (r1,T2,...,%d—1) = (Y1,¥Y2,--->Yd—1) €t T4 < Yq

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.
def

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R¢,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).
p* Emax_ (NA) et h Z{z € R¢: p* <z}, convexe.

VB C A, maxy (NA) € NB.

but : trouver B tel que NB évite h.




On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <.

(331,132,---,33d)‘<(yl,y2,---,yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5171,33'2, .. .,Cljd_l) = (’yl,yz, ce

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R?,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

p* Emax< (NA) et h Z{z € R?: p* <z},

VB C A, maxy (NA) € NB.

but : trouver B tel que NB évite h.

N(AU{h}) =0 Helly?

Y
NUAN

JYd—1) et xq < Yq

def

(WJ4 ::rj)(€J4_)(.

convexe.
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On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <. o T\ g\
o\ /
\T o o
(x1,72,...,2a) < (Y1,%2,---,¥a) & 1<y ©
ouxry =y etxrs <yo
ou (r1,T2,...,%d—1) = (Y1,¥Y2,--->Yd—1) €t T4 < Yq

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.
def

Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R¢,
il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).
p* Emax_ (NA) et h Z{z € R¢: p* <z}, convexe.

VB C A, maxy (NA) € NB.

but : trouver B tel que NB évite h.

N(AU{h}) =0 Helly
= 3IB CcAU{h}tq|B|<d+1etnB =0.
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(33173727---737d)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5131,932, .- -,flfd—l) — (ybyz, e 7yd—1) et rq < yq

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.
def
Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R¢,

il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

p* Emax< (NA) et h Z{z e R?: p* <z}, convexe.

VB C A, maxy (NA) € NB.

but : trouver B tel que NB évite h.

N(AU{h}) =0 Helly
= 3IB CcAU{h}tq|B|<d+1etnB =0.

B = B\ {h} convient.
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On munit R? de I'ordre lexicographique, noté <. o 1‘\ g\
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(33173727---737d)'<(y17y27--->yd) < 1<y

ouxry =y etxrs <yo

ou (5131,932, e 733d—1) — (ybyz, e 7yd—1) et rq < yq

Tout compact X C R? a un point maximum pour <, noté max_ X.
def
Lemme. Pour toute famille finie A de compacts convexes de R¢,

il existe B C A tel que |B| < d et max< (NA) = max~ (NB).

p* Emax< (NA) et h Z{z e R?: p* <z}, convexe.

VB C A, maxy (NA) € NB.

but : trouver B tel que NB évite h.

N(AU{h}) =0 Helly
= 3IB CcAU{h}tq|B|<d+1etnB =0.

B = B\ {h} convient. O



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de RY, si

une fraction o de (dfl) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl

de J a un point en commun.




Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si

une fraction o de (dfl) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl

de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.qg. NA#D




Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si

une fraction o de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl

de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0




Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si

une fraction o de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl

de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.

1By € (Zl:) choisi au moins a((&';) = 725 (|F| — d) fois.
d




Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.

of 17
31 By € (Zl:) choisi au moins ((%ﬁ;) = 725 (|F| — d) fois.

max < (NBo) appartient a au moins d + %5 (|.F| — d) éléments de F.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.

of 17
31 By € (Zl:) choisi au moins ((%ﬁ;) = 725 (|F| — d) fois.

max < (NBp) appartient a au moins d + 235 (|.F| — d) > ;25 |F| éléments de F.




Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.

of 17
31 By € (Zl:) choisi au moins ((%ﬁ;) = 725 (|F| — d) fois.

max < (NBo) appartient a au moins d + 725 (|F| — d) > ;55|F]| éléments de 7. [




Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.

of 17
31 By € (Zl:) choisi au moins ((%ﬁ;) = 725 (|F| — d) fois.

max < (NBo) appartient a au moins d + 725 (|F| — d) > ;55|F]| éléments de 7. [

Le terme 725 n'est pas optimal.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o_z de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction Tl
de J a un point en commun.

A € (dil) — B C A de méme max_ et taille d.

t.q. NA#£ 0

Pour B € (‘zl:) le nombre d'éléments de F contenant max~ (NB) est
au moins > d+ nombre de fois ou BB a été choisi.

of 17
31 By € (Zl:) choisi au moins ((%ﬁ;) = 725 (|F| — d) fois.

max < (NBo) appartient a au moins d + 725 (|F| — d) > ;55|F]| éléments de 7. [

Le terme 725 n'est pas optimal. En fait, une fraction 1 — (1 — ) 77 de F a un point en commun.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction =%

d+1
de J a un point en commun.

% de F

0.6

0.4

0.21
L]

0 - - - ; . . — 7 de (dfl)
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Le terme pay n'est pas optimal. En fait, une fraction 1 — (1 — ) 7+T de F a un point en commun.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si
une fraction o de (dil) sont d'intersection non vide, alors une fraction =%

d+1
de J a un point en commun.

% de F

0.6

0.4

0.21
L]

0 - - - ; . . — 7 de (dfl)
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Le terme pay n'est pas optimal. En fait, une fraction 1 — (1 — ) 7+T de F a un point en commun.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si

une fraction o de (dfl) sont d'intersection non vide, alors une fraction =%

d+1
de J a un point en commun.

% de F

0.6

0.4

0.21
L]

0 — - ; . . — %de(dfl)
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Le terme 725 n'est pas optimal. En fait, une fraction 1 — (1 — ) 77 de F a un point en commun.



Helly fractionnaire. Yo > 0 et d > 1, pour toute famille finie F de R, si

une fraction o de (dfl) sont d'intersection non vide, alors une fraction =%

d+1
de J a un point en commun.

% de F

0.6

0.4

0.21
L]

0 — - ; - . . — %de(dfl)
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Le terme pay n'est pas optimal. En fait, une fraction 1 — (1 — ) 7+T de F a un point en commun.

Preuve combinatoire, idées topologiques... semaine prochaine!
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une fraction o de (dfl) sont d'intersection non vide, alors une fraction =%

d+1
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Preuve combinatoire, idées topologiques... semaine prochaine!

Voyons des applications...
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6. Applications a la
programmation linéaire

Minimisation d'une fonction linéaire sous contraintes linéaires,
S’exprime en terme d’intersections de demi-espaces.
S'analyse via Helly et Helly fractionnaire.

Les résultats se généralisent a la programmation convexe et au-dela...
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Si le PL est infaisable, il faut chercher R dans (di).
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Quand #contraintes > # variables, la plupart des contraintes sont inutiles :

Lemme. |l existe R € (]d:) tel que val(R) = val(F).

Quelle information peut-on tirer de petits R C F aléatoires?

Deux intéréts : Comprendre le probleme de PL (algorithme fortement polynomial 7)

Généralisables a des problemes de type PL.
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RCF

Répéter k fois :

Choisir R € (]d:) uniformément au hasard.

Si val(R) > v répondre NON.
Répondre QUI.
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Cette réponse est toujours correcte.

VR CF, val(R) <val(F).

Cette réponse peut étre fausse.

Si val(F) > v, I'algorithme a une probabilité > 0 de répondre NON. IR € (“;) val(R) = val(F).
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Fixons v € R et testons si val(F) < v,

Répéter k fois :
Choisir R € (7;) uniformément au hasard. Cette réponse est toujours correcte.
Si val(R) > v répondre NON. VR CF, val(R) <val(F).
Répondre QUI.

Cette réponse peut étre fausse.

Si val(F) > v, I'algorithme a une probabilité > 0)de répondre NON. IR € (J;) val(R) = val(F).

Helly fractionnaire relie la probabilité de réussite
au nombre minimum de contraintes a supprimer \ A
pour que la valeur devienne < v.
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) reENR

Fixons v € R et testons si val(F) < v,

Répéter k fois :
Choisir R € (7;) uniformément au hasard. Cette réponse est toujours correcte.

Si val(R) > v répondre NON. VR CF, val(R) <val(F).
Répondre QUI.

Cette réponse peut étre fausse.

Si val(F) > v, I'algorithme a une probabilité > 0)de répondre NON. IR € (J;) val(R) = val(F).

Helly fractionnaire relie la probabilité de réussite
au nombre minimum de contraintes a supprimer \ A
pour que la valeur devienne < v.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si tout point de {x : ¢!’z < v} viole au moins en contraintes. > SRS

10-6



F ={Dy,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF + val(R)ZE minc'x On cherche val(F).

) TENR

Fixons v € R et testons si val(F) < v,

Répéter k fois :
Choisir R € (7;) uniformément au hasard. Cette réponse est toujours correcte.
Si val(R) > v répondre NON. VR CF, val(R) < val(F).
Répondre QUI.

Cette réponse peut étre fausse.

Si val(F) > v, I'algorithme a une probabilité > 0)de répondre NON. IR € (J;) val(R) = val(F).

Helly fractionnaire relie la probabilité de réussite \ 0.4-loin d'avoir valeur < v.

au nombre minimum de contraintes a supprimer

pour que la valeur devienne < v.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si tout point de {x : ¢!’z < v} viole au moins en contraintes. i T <

10-7




Répéter k fois :
Choisir R € (]d:) uniformément au hasard.
Si val(R) > v répondre NON.

Répondre OUTI.

11 -




Répéter k fois :

Répondre QUI.

Choisir R € (]d:) uniformément au hasard.

Si val(R) > v répondre NON.

Probabilité d'erreur ?

11-2

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute
famille finie 7 de RY, si une fraction o des X € (;])
sont d'intersection non vide, alors une fraction
1—(1- (\)ﬁ de F a un point en commun.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.



Répéter k fois :
Choisir R € (%) uniformément au hasard.
Si val(R) > v répondre NON.

Répondre OUTI. Probabilité d'erreur ?

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute
famille finie F de R?, si
sont d'intersection non vide, alors

a un point en commun.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité

, —log 3
d'erreur est < 1/3 pour k > 1_10g‘2§d+1).
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Répéter k fois :
Choisir R € (]d:) uniformément au hasard.
Si val(R) > v répondre NON.

Répondre OUI. Probabilité d'erreur ?

Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité

: —log3
d'erreur est < 1/3 pour k > 1—108“(2%“1)'

11-4

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute
famille finie 7 de RY, si une fraction o des X € (;])
sont d'intersection non vide, alors une fraction
1—(1- (\)ﬁ de F a un point en commun.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

réponse OUI : correcte

réponse NON : correcte avec Pr > 2/3.

< e-testeur >



Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute

Répéter k fois : famille finie F de RY, si
sont d'intersection non vide, alors

Choisir R € (‘Zi:) uniformément au hasard. a un point en commun.

Si val(R) > v répondre NON.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
Répondre OUT. Probabilité d’erreur 7 si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

. . : : . o réponse OUI : correcte
Proposition. Si le PL est e-loin d'avoir valeur < v, la probabilité ) Pr > 2/3
' —log 3 réeponse NON : correcte avec Pr > 2/3.
d'erreur est < 1/3 pour k > TTog(ci 1) -

< e-testeur >

h={x : cfz > val(F)}
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Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute

Répéter k fois : famille finie F de RY, si
sont d'intersection non vide, alors

Choisir R € (‘Zi:) uniformément au hasard. a un point en commun.

Si val(R) > v répondre NON.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
Répondre OUT. Probabilité d’erreur 7 si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

. : . , ) L réponse OUI : correcte
Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité

, —log 3 réponse NON : correcte avec Pr > 2/3.
d'erreur est < 1/3 pour k > TTog(ci 1) -

< e-testeur >

h={x : cfz > val(F)}

e-loin = tout "gros” X C F vérifie (NX) Nh = 0.

X gros < | X| > (1 —€)|F|. \
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Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute

Répéter k fois : famille finie F de RY, si
sont d'intersection non vide, alors

Choisir R € (‘Zi:) uniformément au hasard. a un point en commun.

Si val(R) > v répondre NON.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
Répondre OUT. Probabilité d’erreur 7 si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

. : . , ) L réponse OUI : correcte
Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité

, —log 3 réponse NON : correcte avec Pr > 2/3.
d'erreur est < 1/3 pour k > TTog(ci 1) -

< e-testeur >

h={x : cfo>val(F)} F,={DiNh,DsNh,...,D,Nh}

e-loin = tout "gros” X C F vérifie (NX) Nh = 0.

X gros < | X| > (1 —€)|F|. \
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Répéter k fois :

Répondre OUTI.

Choisir R € (5) uniformément au hasard.

Si val(R) > v répondre NON.

Probabilité d'erreur ?

Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité
d'erreur est < 1/3 pour k >

— log 3

1—log(ed+1) "

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute
famille finie F de R?, si
sont d’intersection non vide, alors

a un point en commun.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

réponse OUI : correcte

réponse NON : correcte avec Pr > 2/3.

< e-testeur >

h={x : cfo>val(F)} F,={DiNh,DsNh,...,D,Nh}

e-loin = tout "gros” X C F vérifie (NX) Nh = 0.

11-38

X gros < |X| > (1— )| F|.




Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute

Répéter k fois : famille finie F de RY, si
sont d’intersection non vide, alors

Choisir R € (‘Zi:) uniformément au hasard. a un point en commun.

Si val(R) > v répondre NON.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
Répondre OUT. Probabilité d’erreur 7 si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

. . : : . o réponse OUI : correcte
Proposition. Si le PL est e-loin d'avoir valeur < v, la probabilité ) Pr > 2/3
' —log 3 reponse NON : correcte avec Pr > :
d'erreur est < 1/3 pour k > TTog(ci 1) -

< e-testeur >

h={x : cfo>val(F)} F,={DiNh,DsNh,...,D,Nh}

e-loin = tout "gros’ X C Fj, vérifie NX = ().
X gros & | X| > (1 —€)|.F|.
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Répéter k fois :
Choisir R € (%) uniformément au hasard.
Si val(R) > v répondre NON.

Répondre OUTI. Probabilité d'erreur ?

Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité

, —log 3
d'erreur est < 1/3 pour k > 1_10g‘2§d+1).

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute
famille finie F de R?, si
sont d'intersection non vide, alors

a un point en commun.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

réponse OUI : correcte
réponse NON : correcte avec Pr > 2/3.

< e-testeur >

h={x : cfo>val(F)} F,={DiNh,DsNh,...,D,Nh}

e-loin = tout "gros’ X C Fj, vérifie NX = ().

X gros < | X| > (1 —¢)|F|.

= la fraction a des R € (g) tels que NR # () est majorée.

a <1 — edt!

On ajuste k& pour que o* < 1/3.
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Répéter k fois :
Choisir R € (%) uniformément au hasard.
Si val(R) > v répondre NON.

Répondre OUTI. Probabilité d'erreur ?

Proposition. Si le PL est e-loin d’avoir valeur < v, la probabilité

, —log 3
d'erreur est < 1/3 pour k > 1_10g‘2§d+1).

Helly fractionnaire. Va > 0 et d > 1, pour toute
famille finie F de R?, si
sont d'intersection non vide, alors

a un point en commun.

Un programme linéaire est e-loin d’avoir valeur < v
si il faut supprimer une fraction > € de ses contraintes

pour que le programme restant ait valeur < v.

réponse OUI : correcte
réponse NON : correcte avec Pr > 2/3.

< e-testeur >

h={x : cfo>val(F)} F,={DiNh,DsNh,...,D,Nh}

e-loin = tout "gros’ X C Fj, vérifie NX = ().

X gros < | X| > (1 —¢)|F|.

= la fraction a des R € (g) tels que NR # () est majorée.

a <1 — edt!

On ajuste k pour que o < 1/3. O
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2nd algorithme



F ={Dy,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF ~ val(R)=minc'z On cherche val(F).

TeNR
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F = {Dy,D,,...,D,} des demi-espaces de R, ¢ € R? RCF +— val(R)= mi% ' On cherche val(F).
xren

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ . \
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F ={D1,Ds,..., D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF +— val(R)Zminc'z On cherche val(F).

Y Y

TENR
Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes
violées par argmin, 5 ¢’ . \
A
R = ’ }
-~
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F={Dy,Ds,..., D, } des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF + val(R)ZE minc'x On cherche val(F).

Y Y

rENR
Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes
violées par argmin, 5 ¢’ .
\ A
R=1"0, <} VIR)=1 1}
—
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F ={Dy,D,,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF + val(R)ZE minc'x On cherche val(F).

' reENR

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ . \ A
R=1"0, ¢} VIR) =1 .+ 1} /
VIR)E{he F\R : val(RU{h}) # val(R)}. o | /
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F ={Dy,D,,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF + val(R)ZE minc'x On cherche val(F).

rENR
Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes
violées par argmin, 5 ¢’ .
\ A
R=1"0, <} VIR)=1 1}
V(R)E{he F\R : val(RU{h}) # val(R)}. oy

val(R) = val(F) & V(R)=10.
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F ={Dy,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF +— val(R)Zminc'x On cherche val(F).

) zENR

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ . \ A
R={"0, 1} VIR) =1 .+ 1}
VIR)E{he F\R : val(RU{h}) # val(R)}. o | ’

val(R) = val(F) & V(R)=10.

0. Associer a chaque D; € F un poids wi;= 1.

1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids ws,.
2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.
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F ={Dy,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF +— val(R)Zminc'x On cherche val(F).

) zENR

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ . \ A
R={"0, 1} VIR) =1 .+ 1}
VIR)E{he F\R : val(RU{h}) # val(R)}. o | ’

val(R) = val(F) & V(R)=10.

0. Associer a chaque D; € F un poids wi;= 1.

1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids ws,.
2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.
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F ={Dy,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF +— val(R)Zminc'x On cherche val(F).

) zENR

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ . \ A
R={"0, 1} VIR) =1 .+ 1}
VIR)E{he F\R : val(RU{h}) # val(R)}. o | ’

val(R) = val(F) & V(R)=10.

0. Associer a chaque D; € F un poids wi;= 1.

1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids ws,.
2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.
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F ={Dy,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF +— val(R)Zminc'x On cherche val(F).

) zENR

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ .
\ A
R={"0, '} VIR)={ ., }
V(R)E{he F\R : val(RU{h}) # val(R)}. oy
>
val(R) = val(F) & V(R)=10.
0. Associer 3 chaque D; € F un poids w;= 1.
1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids ws,.
2. Si V(R) = () terminer en retournant R. Correct si il termine.

3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.
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F ={D1,Ds,...,D,} des demi-espaces de R?, ¢ € R? RCF +— val(R)Zmincx On cherche val(F).

) reENR

Associons a R C F I'ensemble V(R) des contraintes

violées par argmin, 5 ¢’ . \

R={", <} VIR)={ 1}

V(R) (he FA\R : val(RU{h}) # val(R)}. o

val(R) = val(F) & V(R)=10.

0. Associer 3 chaque D; € F un poids w;= 1.
1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids ws,.

2. Si V(R) = () terminer en retournant R. Correct si il termine.

3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

Il termine trés probablement
4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.

en 4dlogn rounds.
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0. Associer 3 chaque D: € F un poids w;= 1.
9 i € P ¢ F ={D1,D,,...,D,} demi-espaces de R¢ ¢ € R
1. Choisir R aléatoire de taille  selon les poids w,.
</ P ° RCF +— wval(R)= 11111% '

TEMR

2. Si V(R) = 0 terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1. | 7 ={heFA\R: val(RU{h}) # val(R)}.
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0. Associer 3 chaque D; € F un poids w; = 1.
9 i © P ¢ F ={Dy,D,,...,D,} demi-espaces de R¢, c € R
1. Choisir aléatoire de taille » selon | i . "
RcFH on les poids w, RCF +— val(R)= l’llil% '

TEMR

2. Si V(R) = 0 terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourneren 1. | "% ={heF\R: val(RU{h}) # val(R)}

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).
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0. Associer 3 chaque D; € F un poids w;= 1.

1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids w,.
2. Si V(R) = 0 terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

val(F) > val(R)

14 -3

F £ {Dy,Ds,...,D,} demi-espaces de R”, c € R

RCF +— val(R)Zminc'x

TENR

On cherche val(F).

VIR)={he F\R : val(RU{h}) # val(R)}.



0. Associer 3 chaque D; € F un poids w;= 1.

1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids w,.
2. Si V(R) = 0 terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1.

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

VIR)NRog=0 = val(F) >val(R) = val(R URy)

14 - 4

F — {DlD_) ..... Dn} demi_espaces de R(/’ CE R(/

RCF ~ val(R)Zminc'z

TENR

On cherche val(F).

V(IR)={he F\R : val(RU{h}) # val(R)}.



0. Associer 3 chaque D; € F un poids w; = 1.
9 i © P ¢ F ={Dy,D,,...,D,} demi-espaces de R¢, c € R
1. Choisir aléatoire de taille » selon | i . "
RcFH on les poids w, RCF +— val(R)= l’llil% '

TEMR

2. Si V(R) = 0 terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourneren 1. | "% ={heF\R: val(RU{h}) # val(R)}

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

VIR)NRy =0 = val(F)>val(R) =val(RURg) > val(Ry)
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. N . def
: ; n pol = 1. .
0. Associer a chaque D; € F un poids w; F“ Dy Dy.... D} demi-espaces de R, c € R
: isi 2atoi ' | i :
1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids w, RCF o val(R)“ Im%c%
ren

2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1. | 7 ={he FAR : val(RU{h}) # val(R)}

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

VIR)NRog=0 = val(F) >val(R) =val(RURg) >val(Ry) = V(R)=0.

Tout ensemble de contraintes dont le poids double contient une contrainte de R.
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. jer 2 D, n poids w;= 1. |
0. Associer a chaque J; € J un poids w; F = {Dy,D,,...,D,} demi-espaces de R?, ¢ € R?

1. Choisir R C F aléatoire de taille  selon les poids ws,. RCF o val(R)“ Im%c%
ren

2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1. V(R) = {he FAR : val(RU{h}) # val(R)}.

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

VIR)NRog=0 = val(F) >val(R) =val(RURg) >val(Ry) = V(R)=0.

Tout ensemble de contraintes dont le poids double contient une contrainte de R.

Apres k repondérations. : w(F) <n(l+a)k
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. jer 2 D, n poids w;= 1. |
0. Associer a chaque J; € J un poids w; F = {Dy,D,,...,D,} demi-espaces de R?, ¢ € R?

1. Choisir R C F aléatoire de taille  selon les poids ws,. RCF o val(R)“ Im%c%
ren

2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1. V(R) = {he FAR : val(RU{h}) # val(R)}.

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

VIR)NRog=0 = val(F) >val(R) =val(RURg) >val(Ry) = V(R)=0.

Tout ensemble de contraintes dont le poids double contient une contrainte de R.

Apres k repondérations. : w(F)<n(l+a)* e w(Rgy) > d24.
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. N . def
: : n pol = 1. .
0. Associer a chaque D; € F un poids w; F“ Dy Dy.... D} demi-espaces de R, c € R
. isi 2atoi i I i .
1. Choisir R C F aléatoire de taille r selon les poids w, RCF = wl(R)= min .
TENR

2. Si V(R) = () terminer en retournant R.
3.Siw(V(R)) > aw(F) retourner en 1.

On cherche val(F).

4. Doubler w; pour chaque D; € V(R) et retourner en 1. V(R) = {he FAR : val(RU{h}) # val(R)}.

Rappel. Il existe R € (7)) tel que val(Rg) = val(F).

VIR)NRog=0 = val(F) >val(R) =val(RURg) >val(Ry) = V(R)=0.

Tout ensemble de contraintes dont le poids double contient une contrainte de R.

Apres k repondérations. : w(F)<n(l+a)* e w(Rgy) > d24.

1

Pour o = sgonalt+a< 22 = le nombre de passages par 4. possibles est borné.
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. jer 2 D; n poids w;= 1. |
0. Associer a Chaque i €/ u PO ds w; F ={Dy,D,,...,D,} demi-espaces de RY ¢ € R?
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et w(Ry) > d24.

sgonal+a< 22 = le nombre de passages par 4. possibles est borné.

jolie analyse en moyenne
de V(R) via Helly.



7. Et ensuite ?
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